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Algebrai struktúrák

Definı́ció
Az S = {x, y, z, . . . } halmazban definiálva van egy művelet, ha az
S-nek minden x, y elempárjához hozzá van rendelve S-nek egy
eleme.

Jelöljük ezt az elemet xoy-nal, ahol a művelet jele: o. Általában két
műveletet különböztetünk meg, az összeadást és a szorzást.
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Definı́ció
A műveletet kommutatı́vnak nevezzük, ha bármely x, y ∈ S esetén

xoy = yox.

Példa: Az összeadás is és a szorzás is kommutatı́v az egész
számok körében.

Definı́ció
A műveletet asszociatı́vnak nevezzük, ha bármely x, y, z ∈ S
esetén

(xoy)oz = xo(yoz).

Példa: Az összeadás is és a szorzás is asszociatı́v az egész
számok körében.
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Definı́ció
Ha S-ben definiálva van az összeadás és a szorzás művelete, és
ha bármely x, y, z ∈ S esetén

x · (y + z) = x · y + x · z

és

Példa: Az összeadás is és a szorzás is asszociatı́v az egész
számok körében.
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Oszthatóság

Definı́ció
A b egész számot az a egész szám osztójának nevezzük, ha
létezik olyan q egész szám, amelyre a = bq.
Jelölés: b |a.

a az osztandó

b az osztó
Osztó: azokat a számokat, amelyekkel egy a szám osztható,
az a szám osztóinak nevezzük. Minden számnak legalább két
osztója van, 1 és önmaga.

q hányados
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Oszthatóság

Definı́ció
Ha egy szám minden számnak osztója, akkor egységnek
nevezzük.

Tétel
Az egész számok körében két egység van, az 1 és a -1.

Bizonyı́tás: Az 1 és a -1 valóban egységek: bármely a-ra ±1 | a,
hiszen a = (±1)(±a).
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Oszthatóság

Tétel
Minden a-ra a | a

Ha c | b és b | a, akkor c | a

Az a | b és b | a oszthatóságok egyszerre akkor és csak akkor
teljesülnek, ha az a a b-nek egységszerese.

Ha c | a és c | b akkor c | a + b, c | a − b, tetszőleges (egész)
k -ra c | ka, és tetszőleges (egész) r, s-re c | ra + sb.
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Maradék osztás tétele

Tétel
Tetszőleges a és b , 0 egész számokhoz léteznek olyan
egyértelműen meghatározott q és r egész számok, melyekre
a = b ∗ q + r, ahol 0 ≤ r < |b |.

Ilyenkor azt mondjuk, hogy b megvan a-ban q-szor és maradék az
r .
Bizonyı́tás: Legyen először b > 0. A

0 ≤ r = a − bq < b

azaz
q ≤ a/b < q + 1.

folyt.
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Maradék osztás tétele

Ilyen q egész szám pontosan egy létezik; q az a/b (alsó)
egészrésze, q = ba/bc, azaz a legnagyobb olyan egész szám,
amely még kisebb vagy egyelő, mint a/b.
Ha b < 0, akkor a

0 ≤ r = a − bq < |b | = −b

feltétel
q ≥ a/b > q − 1

teljesülésével ekvivalens, ami pontosan egy q egészre áll fenn.
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Alapok

Definı́ció
A p egységtől (és nullától) különböző számot felbonthatatlan
számnak nevezzük, ha csak úgy bontható fel két egész szám
szorzatára, hogy valamelyik tényező egység. Azaz

p = ab → a vagy b egység.

Definı́ció
A p egységtől (és nullától) különböző számot prı́mszámnak
nevezzük, ha csak úgy lehet osztója két egész szám szorzatának,
ha legalább az egyik tényezőnek osztója. Azaz

p = ab → p|a vagy p|b .

Prı́mszám (törzsszám): csak két osztója van, 1 és önmaga, pl. 2,
3, 5, 7.
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Alapok

Definı́ció
Ha egy nemnulla számnak triviálistól különböző osztója is van,
akkor összetett számnak nevezzük.

Az egység definı́ciója alapján bármely ε egység esetén ε|a és
εa |a. Ezeket az a triviális osztóinak nevezzük.
Összetett szám: 1-en és önmagán kı́vül más osztója is van, pl. 4,
6, 10.
Minden összetett szám felbontható prı́mszámok szorzatára, pl.
60 = 2 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 5
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Legnagyobb közös osztó

Definı́ció
Az a és b számok legnagyobb közös osztója d, ha

d|a és d|b ; és

ha egy c-re c |a, c |b teljesül akkor |c | ≤ |d|

Oláh Norbert Informatikai biztonság alapjai 1. gyakorlat
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Kitüntetett közös osztó

Definı́ció
Az a és b számok kitüntetett közös osztója δ, ha

δ|a és δ|b ; és

ha egy c-re c |a, c |b teljesül akkor c |δ

Tétel
Bármely két egész számnak létezik kitüntetett közös osztója.

Bizonyı́tás: euklideszi algoritmus.
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Euklideszi algoritmus

Az egyik számot maradékosan elosztjuk a másikkal, majd a másik
számot a maradékkal stb., mindig az osztót a maradékkal, amı́g 0
maradékhoz nem jutunk.
Tegyük fel, hogy b , 0. Ha b |a, akkor δ = b megfelel. Ha b - a
akkor alkalmas qi , ri egészekkel
a = bq1 + r1, ahol 0 < r1 < |b |,
b = r1q2 + r2, ahol 0 < r2 < r1,
r1 = r2q3 + r3, ahol 0 < r3 < r2,
. . .
rn−1 = rnqn+1 (rn+1 = 0)
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Euklideszi algoritmus

(80, 50) legnagyobb közös osztója?

80 50 30 20 10 0
- 1 1 1 2

(845,68) LNKO?
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Relatı́v prı́mek

Definı́ció
Az a1, a2, . . . , ak számok relatı́v prı́mek, ha nincs egységtől
különböző közös osztójuk, azaz (a1, a2, . . . , ak ) = 1.
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Euklideszi algoritmus

845 68 29 10 9 1 0
- 12 2 2 1 9

Így a két szám relatı́v prı́m, azaz:(845, 68) = 1
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Euklideszi algoritmus pszeudó kód

Euklidesz(a, b , d)

d ← a

If(b , 0)

Then Euklidesz(b , a mod b , d)

Return (d)
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Kibővı́tett Euklideszi algoritmus

Tétel
Az a és b számok legnagyobb közös osztója alkalmas x és y
egészekkel kifejezhető (a, b) = ax + by alakban.

Oláh Norbert Informatikai biztonság alapjai 1. gyakorlat
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Kibővı́tett Euklideszi algoritmus

Az a és b két egész szám legnagyobb közös osztója x, y ∈ Z
számokkal kifejezhető a következő alakban:
(a, b)= a ∗ x+b ∗ y
Mindig!
x0 = 1 x1 = 0
y0 = 0 y1 = 1
Képlet:
xi+1=xi ∗ qi + xi−1

yi+1=yi ∗ qi + yi−1

x= (−1)n ∗ xn

y=(−1)n+1 ∗ yn
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Kibővı́tett Euklideszi algoritmus 1 példa

k 0 1 2 -
rk 280 3 1 0
qk - 93 3
xk 1 0 1
yk 0 1 93

(−1)2 és (−1)2+1

1=280*1+3*-93
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Kibővı́tett Euklideszi algoritmus 2 példa

k 0 1 2 3 4
rk 544 119 68 51 17 0
qk - 4 1 1 3
xk 1 0 1 1 2
yk 0 1 4 5 9

(−1)4 és (−1)4+1

17=544*2+119*-9
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Kibővı́tett Euklideszi algoritmus pszeudó kód

Kibővı́tettEuklidesz(a, b , d, x, y)
x0 ← 1, x1 ← 0, y0 ← 0, y1 ← 1, s ← 1
While (b , 0)
r ← a mod b, q ← a div b
a ← b, b ← r
x ← x1, y ← y1

x1 ← q ∗ x1 + x0, y1 ← q ∗ y1 + y0

x0 ← x, y0 ← y
s ← −s
End While
x ← s ∗ x0, y ← −s ∗ y0

(d, x, y)← (a, x, y)
Return (d, x, y)
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Számelméleti alapfogalmak Euklideszi algoritmus Kongruencia és maradékosztályok

Kongruencia

Definı́ció
Legyenek a és b egész számok és m pozitı́v egész. Aztmondjuk,
hogy a kongurens b-vel modulo m, ha m | a − b.

Jelölés: a ≡ b (mod m)

m modulusnak nevezzük.

Két szám pontosan akkor kongruens modulo m, ha m-mel
osztva ugyanazt a maradékot adják.

ha nem ugyanazt a maradékot adják akkor inkongruensek

Példák: 13 ≡ 8 (mod 5), 25 ≡ −10 (mod 7), 25 . 10 (mod 7)
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Kongruencia elemi tulajdonságai

Tétel
szimmetrikus:
ha a ≡ b (mod m) akkor b ≡ a (mod m)

reflexı́v:
a ≡ a (mod m)

tranzı́tiv:
ha a ≡ b (mod m) és ha b ≡ c (mod m) akkor ha a ≡ c (mod
m)
Példa: 18 ≡ 13 (mod 5) és ha 13 ≡ 8 (mod 5) akkor 18 ≡ 8
(mod 5)

a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m) akkor a + c ≡ b + d (mod m)
és a − c ≡ b + d (mod m)

a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m) akkor ac ≡ bd (mod m)
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Maradékosztályok

Definı́ció
Rögzı́tett m modulus mellett az a-val kongruens elemek halmazát
az a által reprezentált maradékosztálynak nevezzük.

Jelölés (a)m

Zn olyan halmaz melynek elemei maradékosztályok
Z6={(0)6, (1)6, (2)6, (3)6, (4)6, (5)6}
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Teljes maradékrendszer

Definı́ció
Ha rögzı́tett m modulus mellett minden maradékosztályból egy és
csak egy elemet kiveszünk, az ı́gy kapott számokat modulo m
teljes maradékrendszernek nevezzük

Feladat: {33, -5, 11, -11, 8} teljes maradékrendszer modulo 5?

Tétel
Adott egész számok akkor és csak akkor alkotnak teljes
maradékrendszert modulo m, ha

számuk m, és

páronként inkongruensek modulo m.
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Maradékosztályok tulajdonságai

Tétel
A modulo m maradékosztályok körében

az összeadás asszociatı́v és kommutatı́v
hiszen (a)m + (b)m= (a + b)m

a (0)m nullelem, azaz minden (a)m-ra
(0)m + (a)m = (a)m + (0)m = (a)m

az (a)m ellentetje (−a)m azaz
(a)m + (−a)m = (−a)m + (a)m = (0)m

a szorzás asszociatı́v és kommutatı́v
hiszen (a)m ∗ (b)m= (ab)m

a (1)m egységelem, azaz minden (a)m-ra
(1)m(a)m = (a)m(1)m = (a)m

érvényes a disztributivitás.
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Maradékosztályok tulajdonságai

Példák:
(2)6 + (5)6 = (2 + 5)6 =?
(3)6 + (3)6 = ?
(4)6 + (5)6 = ?
(2)6 * (5)6 = ?

Algebrai struktúrát alkotnak.
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Köszönöm a figyelmet!
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