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Szamelméleti alapfogalmak
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Algebrai strukturak

Definicio

Az S = {x,y,z,...} halmazban definialva van egy mivelet, ha az
S-nek minden x,y elemparjahoz hozza van rendelve S-nek egy
eleme.

Jeldljik ezt az elemet xoy-nal, ahol a miivelet jele: o. Altalaban két
mveletet kilénbdztetlink meg, az 6sszeadast és a szorzast.
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Definicié
A miiveletet kommutativnak nevezziik, ha barmely x,y € S esetén

X0y = YOX.

Példa: Az 6sszeadas is és a szorzas is kommutativ az egész
szamok korében.

Definicio
A mliveletet asszociativnak nevezziik, ha barmely x,y,z € S
esetén

(xoy)oz = xo(yoz).

Példa: Az 6sszeadas is €s a szorzas is asszociativ az egész
szamok korében.
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Definicid
Ha S-ben definialva van az 6sszeadas és a szorzas miivelete, és
ha barmely x,y,z € S esetén

x-(y+z)=x-y+x-z

és

Példa: Az 6sszeadas is és a szorzas is asszociativ az egész
szdmok koérében.
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Oszthatésag

Definicio

A b egész szamot az a egész szam osztdéjanak nevezziik, ha
létezik olyan q egész szam, amelyre a = bq.

Jelélés: bla.

@ a az osztando

@ b az osztd
Osztd: azokat a szamokat, amelyekkel egy a szam oszthato,
az a szam osztéinak nevezziik. Minden szamnak legalabb két
osztdja van, 1 és dnmaga.

@ g hanyados
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Oszthatésag

Definicié

Ha egy szam minden szamnak osztdja, akkor egységnek
nevezzlik.

Az egész szamok kérében két egység van, az 1 és a -1.

Bizonyitas: Az 1 és a -1 valdban egységek: barmely a-ra +1 | a,
hiszen a = (+1)(za).
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Oszthatésag

@ Minden a-raa| a

@ Hac|bésb|a,akkorc|a

@ Az a|b ésb | a oszthatésagok egyszerre akkor és csak akkor
teliesiilnek, ha az a a b-nek egységszerese.

@ Hacl|aésc|bakkorc|a+ b, c|a- b, tetszbleges (egész)
k-ra c | ka, és tetszbleges (egész) r, s-re c | ra + sb.

v
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Maradék osztas tétele

Tetszbleges a és b # 0 egész szamokhoz léteznek olyan
egyértelmiien meghatarozott q és r egész szamok, melyekre
a=b=xqg+r,ahol0<r<|b|

llyenkor azt mondjuk, hogy b megvan a-ban g-szor és maradék az
r.
Bizonyitas: Legyen elészér b > 0. A

O<r=a-bg<b

azaz
g<a/b<qg+1.

folyt.
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Maradék osztas tétele

llyen g egész szam pontosan egy létezik; q az a/b (alsd)
egészrésze, q = |a/b], azaz a legnagyobb olyan egész szam,
amely még kisebb vagy egyeld, mint a/b.

Ha b < 0, akkor a

O<r=a-bg<|bl=-b

feltétel
g=>a/b>q-1

teljestlésével ekvivalens, ami pontosan egy q egészre all fenn.
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Alapok

Definicio

A p egységtél (és nullatdl) kiilbnbdzé szamot felbonthatatlan
szamnak nevezzlik, ha csak ugy bonthato fel két egész szam
szorzatara, hogy valamelyik tényez6 egység. Azaz

p = ab — a vagy b egység.

.

Definicio

A p egységtdl (és nullatél) kiilébnbdzé szamot primszamnak
nevezziik, ha csak ugy lehet osztéja két egész szam szorzatanak,
ha legalabb az egyik tényezbnek osztéja. Azaz

p = ab — p|a vagy p|b.

V.

Primszam (torzsszam): csak két oszt6ja van, 1 és 6nmaga, pl. 2,
3,5,7.
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Alapok

Definicio
Ha egy nemnulla szamnak trivialistdl kiilbnb6z6 osztdja is van,
akkor dsszetett szamnak nevezzlik.

Az egység definicidja alapjan barmely € egység esetén ¢|a és
eala. Ezeket az a trivialis osztéinak nevezzik.

Osszetett szam: 1-en és dnmagan kiviil mas osztéja is van, pl. 4,
6, 10.

Minden &sszetett szam felbonthatd primszamok szorzatara, pl.
60=2%«2%3x5
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Legnagyobb k6z6s o0szt6

Definicio
Az a és b szamok legnagyobb k6z06s osztdja d, ha

@ dlaésdb ; és
@ ha egy c-re cla, c|b teljeslil akkor |c| < |d|
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Kitintetett k6zOs osztd

Definicio
Az a és b szamok Kitlintetett k6zds osztdja §, ha

@ dlaésdlb ; és
@ ha egy c-re cla, cl|b teljeslil akkor c|o

Barmely két egész szamnak létezik kitlintetett k6zds osztoja.

Bizonyitas: euklideszi algoritmus.
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Euklideszi algoritmus

Az egyik szamot maradékosan elosztjuk a masikkal, majd a masik
szamot a maradékkal stb., mindig az osztét a maradékkal, amig 0
maradékhoz nem jutunk.

Tegytk fel, hogy b # 0. Ha bla, akkor 6 = b megfelel. Ha b t a
akkor alkalmas q;, r; egészekkel

a=>bgy +nr,ahol0<r <|b|,

b=rig2+ry,ahol 0 <rp <ry,

r1 =r2qs + r3,ahol 0 < r3 < ro,

I'n—1 = 'nQn+1 (rn+1 = 0)
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Euklideszi algoritmus

(80,50) legnagyobb koz8s osztdja?

80503020100
BRI

(845,68) LNKO?
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Euklideszi algoritmus
0000e0000000

Relativ primek

Definicié

Az ay, ap, ..., ak Szamok relativ primek, ha nincs egységtél
kiilénbdz6 k6zds osztojuk, azaz (ay, az,...,ax) = 1.
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Euklideszi algoritmus

845 168 |29 |10 (9|1 |0
- 12 | 2 2 119
igy a két szam relativ prim, azaz:(845, 68) = 1
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Euklideszi algoritmus pszeudé kod

Euklidesz(a, b, d)

d«a

If(b # 0)

Then Euklidesz(b, a mod b, d)
Return (d)
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Kibovitett Euklideszi algoritmus

Az a és b szamok legnagyobb k6z0s osztdja alkalmas x és y
egészekkel kifejezhet6 (a, b) = ax + by alakban.
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Kibovitett Euklideszi algoritmus

Az a és b két egész szam legnagyobb kdz6s osztdja x,y € Z
szamokkal kifejezhet6 a kdvetkezd alakban:
(a,b)=axx+bxy

Mindig!
Xo = 1 X1 = 0
Yo=0y1 =1
Képlet:

Xir1=Xj * gj + Xij-1
Yir1=Yi* Qi + Yi-1
x=(—1)"* x,
y=(=1)""xyp
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Kibdvitett Euklideszi algoritmus 1 példa

k o [1 |2 |-
e | 280 3 |1 |0
0 933

Xk | 1 0 1
ve |0 |1 |93
(_1)2 és (_1)2+1
1=280"1+3*-93
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Kibdvitett Euklideszi algoritmus 2 példa

k [0 [1 |2 |3 [4
N | 544 | 119 |68 |51 |17 | 0
o l- |4 [1 |1 |3
x« |1 |0 |1 [1 |2
Ve |0 |1 |4 |5 |9

(—1)* és (—1)4+1
17=544*2+119*-9
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Kibdvitett Euklideszi algoritmus pszeudo kod

@ KibovitettEuklidesz(a, b, d, x, y)

@ X —1, X <0,y0<0,y1 1,51
@ While (b # 0)
@r«—amodb,q«—advb
@a«—b,ber
@ X X1,y < ¥V
@ X1 <~ g*X1+Xo, Y1 <= q*y1+ Yo
@ Xg— X, Yoy
@ S« -5

@ End While

@ X —S*Xy, Y« —S*Yp
® (d,x,y) < (a,x,y)

@ Return (d, x, y)
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Kongruencia

Definicio
Legyenek a és b egész szamok és m pozitiv egész. Aztmondjuk,
hogy a kongurens b-vel modulo m, ham | a - b.

Jeldlés: a = b (mod m)
@ m modulusnak nevezzik.

@ Két szam pontosan akkor kongruens modulo m, ha m-mel
osztva ugyanazt a maradékot adjak.

@ ha nem ugyanazt a maradékot adjak akkor inkongruensek
Példak: 13 = 8 (mod 5), 25 = —10 (mod 7), 25 # 10 (mod 7)
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Kongruencia elemi tulajdonsagai

@ szimmetrikus:

ha a = b (mod m) akkor b = a (mod m)
o reflexiv:

a = a (mod m)

@ ftranzitiv:
haa = b (modm) és hab = ¢ (mod m) akkor ha a = ¢ (mod
m)
Példa: 18 = 13 (mod 5) és ha 13 = 8 (mod 5) akkor 18 = 8
(mod 5)

@ a=b (modm), c=d(modm)akkora+ c=b -+ d (modm)
ésa—-c=b+d(modm)
@ a=b (modm), c=d (modm) akkor ac = bd (mod m)
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Maradékosztalyok

Definicio
Régzitett m modulus mellett az a-val kongruens elemek halmazat
az a altal reprezentalt maradékosztalynak nevezzUik.

Jeldlés (a)m
Z,, olyan halmaz melynek elemei maradékosztalyok
Zs={(0)6. (1)6. (2)6, (3)6. (4)6. (5)6}
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Teljes maradékrendszer

Definicio

Ha régzitett m modulus mellett minden maradékosztalybdl egy és
csak egy elemet kivesziink, az igy kapott szamokat modulo m
teljes maradékrendszernek nevezziik

Feladat: {33, -5, 11, -11, 8} teljes maradékrendszer modulo 5?

Adott egész szamok akkor és csak akkor alkotnak teljes
maradékrendszert modulo m, ha

@ szamuk m, és
@ paronként inkongruensek modulo m.
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Maradékosztalyok tulajdonsagai

A modulo m maradékosztalyok kérében

@ az sszeadas asszociativ és kommutativ
hiszen (a)m + (b)m=(a + b)m

@ a (0)m nullelem, azaz minden (a)m-ra
(0)m + (a)m = (@)m + (0)m = (@)m

@ az (a)m ellentetje (—a)m azaz
(@)m+ (-8)m = (-a)m + (a)m = (0)m

@ a szorzas asszociativ és kommutativ
hiszen (a)m * (b)m= (ab)m

@ a(1)m egységelem, azaz minden (a)n-ra
(1)m(@)m = (a)m(1)m = (&8)m

@ érvényes a disztributivitas.
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Maradékosztalyok tulajdonsagai

o Példak:
(2)6 + (5)6 = (2 + 5)6 =?
(3)s + (3)s = ?
(4)s + (5)s = 7

(2)s " (5)s = ?
Algebrai struktirat alkotnak.
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Kbészdndm a figyelmet!
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